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           Известно, что краевые задачи для уравнения Максвелла и краевые  
задачи для векторных уравнений Гельмгольца приводятся к системе син-
гулярных интегральных уравнений, зависящей от прямого значения  про-
изводной акустического потенциала простого слоя (см. [1]) 

( ) ( ) ( )( )∫ ∈=Φ=
S

ykx SxxxxdSyyxgradxV 321 ,,,)(),()( ρ ,                    (1.1) 

где −⊂ 3RS  поверхность Ляпунова с показателем 10 ≤< α , −)(yn  
внешняя единичная нормаль в точке Sy∈ , ( ) ( )−−=Φ − yxeyx yxik

k π4/),(  

фундаментальное решение уравнения  Гельмгольца, −k  волновое число, 
причем 0Im ≥k , а −)(yρ  непрерывная  функция на поверхности S . Так 
как, невозможно найти точное решение этих уравнений, возникает инте-
рес к численному реализацию этих уравнений. А для этого надо постро-
ить кубатурную формулу для прямого значения производной акустичес-
кого потенциала простого слоя, к чему посвящена настоящая работа.  
  

Разбиение поверхности 
          Возьмем  достаточно малое значение параметра дискретизации  h   

и  разобьем S  на  элементарные  области  
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         (1) для каждого ( )hNl ,1=   область h
lS  замкнута и  множество −

0
h
lS  

её внутренних относительно S  точек  не пусто, причем h
l

h
l mesSSmes =

0

  и 

Ο/=
00
h
j

h
l SS    при { } ljhNj ≠∈ ,)(...,2,1 ; 

(2) для каждого ( )hNl ,1=  область h
lS  представляет собой связный 

кусок поверхности S  с непрерывной границей; 
(3)   для каждого ( )hNl ,1=      hdiamS h

l ≤ ; 

(4)  для каждого ( )hNl ,1=    существует, так называемая, опорная 
точка ( ) h

lllll Sxxxx ∈= 3,2,1, ,, , такая, что: 
(4.1)  )(~)( hRhr ll   ( ( ) ( ) 21 /)(~)( ChRhrChRhr llll ≤≤⇔ , 1C  и 

−2C  положительные постоянные, не зависящие от h ), где 

l
Sx

l xxhr
h
l

−=
∂∈

min)(  и l
Sx

l xxhR
h
l

−=
∂∈

max)( ;  

(4.2)  ( )( ) 2/1
1

dhRl ≤+α , где −d радиус стандартной сферы (см. [2]); 

(4.3)   для каждого ( )hNj ,1=       )(~)( hrhr lj . 
Очевидно, что   )(~)( hRhr ,   где  )(min)(),(max)(

)(,1)(,1
hrhrhRhR lhNllhNl ==

== . 

Пусть )(xSd  и −Γ )(xd  части, соответственно, поверхности S  и 
касательной плоскости )(xΓ  в точке Sx∈ , заключенные внутри сферы 

)(xBd  радиуса d  с центром в точке x . Кроме того, пусть )(~ xy Γ∈  есть 
проекция точки Sy∈ . Тогда  

yxSCyxyx ~)(~
1 −≤−≤−   и  )()()( 2 xmesSCxmesS dd Γ≤ ,    (2.1) 

где )(1 SC  и  −)(2 SC   положительные  постоянные, зависящие лишь от S  
(если −S  сфера, то 2)(1 =SC  и 2)(2 =SC ).   

Лемма ([3]).   Существуют  постоянные  00 >′C   и  01 >′C ,  не 
зависящие от h  такие, что при { } ljhNjl ≠∈∀ ,)(,...,2,1, , и h

jSy∈∀  

справедливо  неравенство   lljl xyCxxxyC −′≤−≤−′ 10 .    
   
                              Построение кубатурной формулы        

Для непрерывной на S  функции )(xϕ  введем модуль непрерыв-
ности вида 

0,),(sup),( >=
≥

δ
τ
τϕωδδϕω

δτ
,   где    )()(max),(

,

yx
Syx

yx
ϕϕτϕω

τ
−=

∈
≤−

.  
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         В работе  [4]  доказано,  что если  ∫ +∞<
Sdiam

dt
t

t

0

),(ρω
, то интеграл  

(1.1)  существует в смысле главного значения Коши.                      
          Пусть         

( )








≤−≤≤= +α1
1

)(,)(1| hRxxhNjjP jll ,

( )








>−≤≤= +α1
1

)(,)(1| hRxxhNjjQ jll  

и    ( ) ( ) ( )( )xVxVxVxV 321 ,,)( = ,  где 

                                ( ) ( )3,2,1,)(
),(

)( =∈
∂
Φ∂

= ∫ mSxdSy
x

yx
xV y

S
m

k
m ρ .   

          Справедлива следующая  
          Теорема.    Пусть S - поверхность Ляпунова с показателем 

10 ≤< α   и  ∫ +∞<
Sdiam

dt
t

t

0

),(ρω
. Тогда  выражения 

( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) +
−

−−−+−−
= ∑

≠
=

)(

1
3

1,1,
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exp1exp
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xV ρ

π

∑
∈ −

−

lQj

h
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lj mesSx
xx

xx
)(

4
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1,1, ρ
π

         

в точках )(,1, hNlxl = , является кубатурной формулой для )( lm xV , при-
чем  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
















++≤− ∫

+

+
∞=

dt
t

thRhRMxVxV
hR

l
hN

mlm
hNl

α

ρωρωρ α
α 1

1

0

1

)(,1

,,)()(max . 

          Доказательство.  Очевидно, что достаточно доказать теорему при 
1=m .  

         Нетрудно можно вычислить, что                                                                      
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

+
−

−−−+−−
= ∫ y

S

dSy
yx

yxyxikyxikyxki
xV )(

4

exp1exp
)( 3

11

1 ρ
π

( ) ( )
( ) SxdSy

yx
xy

y
S

∈
−

−
∫ ,

4 3

11

ρ
π

,                                                             (3.1) 

где последний интеграл существует в смысле главного значения Коши. 
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          Слагаемые в равенстве  (3.1) обозначим через ( )xL  и ( )xF  соответ-
ственно. 
         Интеграл ( )xL  является слабо сингулярным и для любого 

Syyx ∈21 ,,  справедлива оценка 
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )−−−−+−− 1

1
1

111 exp1exp yxyxikyxikyxki  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ≤−−−+−− 1
2

1
222 exp1exp yxyxikyxikyxki  

( )221121 yxyyyxyyM −−+−− . 
Тогда применяя известную теорему из работы [5], получаем, что выражения 

( ) ( )( )( )( ) ( )∑
≠
= −

−−−+−−
=

)(

1
3

1,1,)(

4

exp1exp
)(

hN

lj
j

h
jj

jl

jljljljl
l

hN mesSx
xx

xxxxikxxikxxki
xL ρ

π
 (3.2) 

в точках )(,1, hNlxl = , является кубатурной формулой для ( )xL , причем  

( ) ( )( ) ( )( )[ ]hRhRhRMxLxL l
hN

l
hNl

,ln)()(max )(

)(,1
ρωρ +≤−

∞=
.    (3.3) 

        Теперь построим кубатурную формулу для )(xF . Выражение 

                                ∑
∈ −

−
=

lQj

h
jj

jl

lj
l

hN mesSx
xx

xx
xF )(

4
)( 3

1,1,)( ρ
π

      (3.4) 

в точках )(,1, hNlxl = , является кубатурной формулой для ( )xF . Оценим 
погрешность кубатурной формулой (3.4). Очевидно, что                                                                                               

( )
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jPjl SG
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          Пусть l
h
j QjSy ∈∈ , . Тогда       

                                          
( )
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1 )(
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xx
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−
≤

−

−
−

−

−
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Отсюда  находим 
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ρρρ
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          Пусть lGy ∂∈ . Очевидно, что существуют натуральные числа 

lPk ∈  и lQm∈   такие, что h
kSy ∂∈   и h

mSy ∂∈ . Отсюда имеем: 

                               ( )( ) ( )hRhRyxxxyx kkll +≤−+−≤− +α1
1

 
и 

                               ( )( ) ( )hRhRyxxxyx mmll −>−−−≥− +α1
1

 , 
а, значит 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ll GyhRhRyxhRhR ∂∈∀+≤−<− ++ ,1
1

1
1

αα .      (3.5) 
Тогда 

( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

dt
t

tMdt
t

tMdSxy
yx

xy hRhRhR

G
y

l

l

l

∫∫∫
++

≤≤−
−

− + αα

ρωρωρρ
π

1
1

1
1

00
3
1,

1 ,,
4
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           Известно (см.[2]), что )( ld xS  пересекается с прямой, параллельной 
нормали )( lxn , в единственной точке, либо вообще не пересекается, т.е. 
множество )( ld xS  однозначно проектируется на множество )( ld xΩ , ле-
жащего в круге радиуса d  с центром в точке lx  на касательной плос-
кости  )( lxΓ  к  S  в точке lx . На куске )( ld xS  выберем локальную 
прямоугольную систему координат ),,( wvu   с началом в точке lx , где 
ось w  направим вдоль нормали )( lxn (оси  u  и v  будут  лежать на  ка-
сательной плоскости )( lxΓ ). Тогда в этих координатах окрестность 

)( ld xS  можно задать уравнением 
    )(),(),,( ld xvuvufw Ω∈= , 
причем  

))((,1
ld xCf Ω∈ α    и    0)0,0( =f ,  0)0,0(

=
∂

∂
u

f ,    0)0,0(
=

∂
∂

v
f . 

            Через h
lΩ  обозначим проекцию множества lG  на касателную 

плоскость )( lxΓ . Пусть yxd l
y

h h
l

~min
~

−=
Ω∂∈

 и ( ) { } )(22
lhld xdvuxO

h
Γ⊂<+=  

(очевидно, что ( ) h
lld xO

h
Ω⊂ ). Тогда по формуле сведения поверхностного 

интеграла к повторному, получаем, что 
( )

( )( )

( )
( )( )

+
++

−++
+

+
=

−

−
∫∫∫ dudv

vufvu

ffu
dudv

vu

udS
yx

xy

lhdlhdl xO

vu

xOG
y

l

l
3

222

22

3
22

3
1,

1

),(

11  
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( ) ( )( ) ( )( )
∫∫

Ω ++

++
+















+
−

++ lhd
h
llhd xO

vu

xO

dudv
vufvu

ffu
dudv

vuvufvu
u

\
3

222

22

3
22

3
222 ),(

11

),(

1 . (3.6)                                                           

         Первый  интеграл в правой части  (3.6) существует  в смысле  глав-
ного значения  Коши  и  равен  нулю. Действительно, перейдя к полярной 
системе координат, находим       

                      ( )( )
∫ ∫∫ ==

+ +→

h

lhd

d

xO

drd
r

dudv
vu

u

ε

π

ε
ϕϕ 0coslim

2

0
03

22
. 

Кроме того, учитывая неравенства                                 

( ) α2
2222 11 vuMff vu +≤−++  ,  )(),( ld xOvu

h
∈   

и              

( ) ( ) ( ) α23
22

3
22

3
222

11

),(

1
−

+
≤

+
−

++ vu
M

vuvufvu
,   

( ) ( )0,0,),(),( ≠∈ vuxOvu ldh
 ,                      

и перейдя к полярной системе координат, имеем:  

( )( )
( ) α

α
+≤−++

++
∫ 1

2
22

3
222

))((11
),(

hRMdudvff
vufvu

u
vu

xO lhd

 

( ) ( )( )

α
α
+≤















+
−

++
∫ 1

2

3
22

3
222

))((1

),(

1 hRMdudv
vuvufvu

u
lhd xO

 . 

        Теперь оценим последний слагаемый интеграл в равенстве  (3.6).  
Прежде всего, существует точка h

lhy Ω∈~  такая, что hlh yxd ~−= .  Обо-
значим  через  lh Gy ∂∈  прообраз точки hy~ . Применяя неравенство (3.5), 
получаем, что 

( ) ( ) ≥−−−≥−−=−= ααα 222 1)(,cos1~,cos hlhllhlhlhlhlhlh yxMyxxnyxyxyxyxyxd

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) =





−






 −≥






 +−






 − ++++

α

αα

α

αα

2

1
1

2
1

12

1
1

2
1

1
21)()(1)( hRMhRhRhRhRMhRhR

( )( ) ( )( ) ( )( ) ≥







+








−








− +++ α

α
αα

α
αα 111

1

2121)( hRMhRMhRhR   

( )( ) ( )( ) ( )( ) )()21(21)( 1
1

11
1

hRMhRhRMhRhR ααα
α

αα +−≥







−








− +++ . 

Тогда 
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( )( )
≤

++

++
∫

Ω lhd
h
l xO

vu dudv
vufvu

ffu

\
3

222

22

),(

1  

( )
( )( )( )( )

( )( )

( )( ) α
α

αα

αα

αα

+
+

+−
+

≤
+−

+
≤≤ ∫

+

+

1
)(

)()21(
1

1

1
1

1
1 )21()(

)(22 hRM
MhRhR

hRMM
t
dtM

hRhR

hRMhR

. 

В результате получаем, что 

( )( ) ( )( )( )
















+≤− ∫

+

+
∞

dt
t

thRMxFxF
hR

l
hN

l

α

ρωρ α
α 1

1

0

1)( ,)()( .                (3.7) 

          Суммируя оценки (3.3) и (3.7), получаем доказательству теоремы. 
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AKUSTİK SADƏ LAY POTENSİALININ TÖRƏMƏSİ ÜÇÜN KUBATUR DÜSTUR 

 
F.A.ABDULLAYEV,  E.H.XƏLİLOV 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə akustik sadə lay potensialının törəməsi üçün kubatur düstur qurulmuşdur.  
 
Açar sözlər: kubatur düstur,  akustik sadə lay potensialının törəməsi, Lyapunov səthi.  

 
CUBIC FORMULA FOR THE DERIVATIVE  

OF SINGLE LAYER ACOUSTIC POTENTIAL 
 

F.A.ABDULLAYEV, E.H.KHALILOV 
 

SUMMARY 
 

In the paper, a cubic formula is constructed for the derivative of a single layer acoustic 
potential. 

 
Key words: cubic formula, derivative of a single layer acoustic potential, Lyapunov surface. 
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